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Chiffres

Soit b > 2.

Ecriture d'un entier positif k£ < b™ in base b :
n—1 )
k= ei(k)V
j=0
ot gj(k) € {0,...,b— 1} est le chiffre de k a la position j.

@ En base 10, les chiffres appartiennent a {0,...,9}.
2025 =2-10° +0-10° +2- 10" +5 - 10°
@ En base 2, les chiffres sont 0 ou 1 (écriture binaire).

2025 = 210 4+ 29 4 28 4 27 4+ 26 4 25 4 23 1 20 = (11111101001),
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Chiffres comme variables aléatoires

ej(k) = chiffre de k a la position j (en base b).
On choisit un entier positif k£ < "™ au hasard.

€0,€1,--.,En—1 peuvent étre vus comme des variables aléatoires i.i.d..

e Chaque ¢; suit une loi uniforme : pour tout chiffre c,

@ £g,&1,...,En_1 Sont indépendantes.
Par exemple, pour toutes positions j; # js et tous chiffres c1, co,

P(&jl =cpetej, = CQ) = ]P)(a?jl = Cl)P(€j2 = CQ) = ?
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Somme des chiffres binaires

Ici b =2. On note sa(k) la somme des chiffres binaires de &k : pour 0 < k < 2",

(population count, poids de Hamming)

n—1
so(k) = Z £j(k) = nombre de 1 dans I'écriture binaire de k.
j=0

1

s2 suit une loi binomiale de parametres n et p = 3.
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Chiffres d'entiers intéressants

Soit E un sous-ensemble infini intéressant de N.

Les chiffres des entiers de EE se comportent-ils comme les chiffres de tous les entiers ?
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Chiffres d'entiers intéressants

Soit E un sous-ensemble infini intéressant de N.

Les chiffres des entiers de EE se comportent-ils comme les chiffres de tous les entiers ?

Soit P une propriété des chiffres.
Probléme : Pour un grand nombre entier x, comparer
@ |a proportion, parmi les entiers de [0, z] N E, des entiers dont les chiffres vérifient la
propriété P :
[{k € [0,2] N E : les chiffres de k vérifient P}|
[[0,z] N E|
@ |a proportion, parmi les entiers de [0, 2] NN, des entiers dont les chiffres vérifient la
propriété P :

{k € [0,2] NN : les chiffres de k vérifient P}|
[0, 2] NN
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Chiffres d'entiers intéressants

Soit E un sous-ensemble infini intéressant de N.
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Probléme : Pour un grand nombre entier x, comparer
@ |a proportion, parmi les entiers de [0, z] N E, des entiers dont les chiffres vérifient la
propriété P :
[{k € [0,2] N E : les chiffres de k vérifient P}|
[[0,z] N E|
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{k € [0,2] NN : les chiffres de k vérifient P}\
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Si les deux proportions sont proches alors les chiffres des entiers de E sont
pseudo-aléatoires pour la propriété P.

Difficulté : sur E, les chiffres ne sont plus des variables aléatoires i.i.d. !
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Ensembles E intéressants

écriture en base b «——— décomposition en facteurs premiers

L'étude des liens entre la structure additive et la structure multiplicative des entiers
fait partie des sujets parmi les plus importants en théorie des nombres.

Exemples d'ensembles E intéressants : des ensembles d'entiers avec une décomposition
en facteurs premiers particuliére, comme :

@ les nombres premiers,

@ les carrés, les cubes, ...,

@ les entiers sans facteur carré,
°

les nombres friables.
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Nombres premiers

Un nombre entier k£ > 2 est un nombre premier si ses seuls diviseurs sont 1 et k :

2,3, 5 7, 11, 13, 17, 19,...

La lettre p désignera un nombre premier.

On note m(z) le nombre de nombres premiers plus petits que x.

Théoreme des nombres premiers (Hadamard, de la Vallée Poussin, 1896, indépendemment)
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Nombres premiers dont les chiffres vérifient certaines propriétés

@ Nombres premiers dont la somme des chiffres est congrue 3 a modulo m
(Mauduit-Rivat).

@ Nombres premiers dont la somme des chiffres est égale a /¢
(Drmota—Mauduit-Rivat).

© Nombres premiers avec un chiffre interdit
(Maynard).
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@ Nombres premiers dont la somme des chiffres est congrue 3 a modulo m
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Article de Gelfond (1968)

Théoreme (Gelfond, 1968)

Pour tous entiers g > 1, m > 1, c € [0,q — 1], a € [0, m — 1],

5
H{k <z :k=cmod q, s2(k) = a mod m}| e ot

En particulier :
{k < z:s2(k) = a mod m}| 1

x z—4o0 M’
Probleme (Gelfond, 1968) : Estimer [{p < x : s2(p) = a mod m}|.

{p<z:sa(p) =amodm}| - 1
7T($) T—+00 M
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Nombres premiers p tels que s2(p) = a mod m

{p <10 : s5(p) = amodm}|

108 modulo 2 108 modulo 3 108 modulo 4
T T
1.5

T T T T T
2 ' 1
1
1 05 0.5
0 0 0 0 1 2 3
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Nombres premiers p tels que so(p) = a mod m

Théoréme (Mauduit-Rivat, 2010)

Pour tous entiersm > 1 et a € [0,m — 1],

m(z)
Lz: = ~
{p < z : s2(p) = a mod m}| e T

La somme des chiffres binaires des nombres premiers est bien répartie mod m.
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Nombres premiers p tels que s2(p) = a mod m

On note e(z) = exp(27rix). D’apres la formule d'orthogonalité :
1 Z ha ] 1 sig=amodm
m = m) | 0 siqg#amodm,

{p <z :s2(p) =amodm}| =) ;Lmz;e (h82(p)> . (ha)

on a

p<T h=0 m m
17 /s oh h

—n e () Ze ()
m = m o< m

La contribution de h = 0 est % (terme principal).
La contribution des h # 0 est en valeur absolue majorée par

LSy (e

h=1 |p<sz

?

L ofn(x))
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Nombres premiers p tels que so(p) = a mod m

Principal résultat technique (avec la notation e(z) = exp(2mix)) :

Théoréeme (Mauduit-Rivat, 2010)

Sia € R\ Z alors il existe C(a) > 0 et o(a) > 0 tels que

Z e(asa(p))| < C(a) z'=7@).

p<zT
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Transformée de Fourier discrete

e(x) = exp(2mix). Soit o € R.

Transformée de Fourier de u — e(asa(u)): pour h € Z,

1 2" —1 h
F,(h) = on Z e (QSQ(U) — 2nu)
u=0
1 1 1 h
— 27 Z Z e(a(uo+...+un1)_2n(u020_’__.'+un12n—1))
up=0 Up—1=0
1 n—1 1 h ‘ n—1 1 ho
(B 20) -T2l 22)
j=0 uj—O ]:0

D'ou .
1E.m)] = ] ’cosw(oz - hzj—")] .
=0
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Nombres premiers dont les chiffres vérifient certaines propriétés

@ Nombres premiers dont la somme des chiffres est égale 3 ¢
(Drmota—Mauduit-Rivat).
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Nombres entiers k tels que so(k) = /¢

Supposons n pairet 0 </ <n. On a

[k <2 < salk) = )] = @ < <n/2>-

n) 2 o
n/2) notoo Van

{k < 2" so(k) = €} = o(2").

Comme

on en déduit que

L’ensemble des entiers k tels que s2(k) = £ est donc rare.
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Nombres premiers p tels que so(p) = ¢

Probleme : Comparer

<einm =0 . HE<eis®) =)
7(x) T ’

Ce probléme s'inscrit dans |'étude des nombres premiers dans un ensemble rare.

Existence d'une infinité de nb premiers
@ de la forme 2™ — 1 (premiers de Mersenne) ?

o delaformem?+17?
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Histogramme de la somme des chiffres binaires des entiers (loi binomiale)

[{k <1010 s9(k) = ¢}
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Histogramme de la somme des chiffres binaires des nombres premiers
|{p 101 : 82(19) :EH
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Nombres premiers p tels que so(p) = ¢

Théoréme (Drmota—Mauduit—Rivat, 2009)

Pour ¢ proche de n/2,

{p <2":s(p) =€} Kk <2":s(k) =0}
m(27) n—+00 on '

En particulier si n est pair alors

[{p < 2" : s2(p) = n/2}| 2
7r(22”) n—++oo \/;
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Nombres premiers dont les chiffres vérifient certaines propriétés

© Nombres premiers avec un chiffre interdit
(Maynard).
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Entiers avec un chiffre interdit

On consideére ici la base 10. Soit ¢ € {0,...,9}.

A = {k € N : I'écriture de k en base 10 ne comporte pas le chiffre c}.

On a ot
{k < 10" : k € A} =9" = (10™)"e10 = o(10™).

donc I'ensemble A est rare.
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Nombres premiers avec un chiffre interdit

A = {k € N : I'écriture de k en base 10 ne comporte pas le chiffre c}.

|{k:<10”:k:6A}|:<9>"'

10™ 10

Théoreme (Maynard, 2019)

Il existe deux constantes Cy > C1 > 0 telles que pour tout n > 1,

9\" H{p < 10" : p € A}| (9)”
— < < — .
= (10) S 7 (107) s G5

Ainsi il existe une infinité de nombres premiers sans chiffre 3 (par exemple) en base 10.
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L'étude des chiffres des nombres premiers met en ceuvre des notions mathématiques
trés variées, notamment :

@ théorie des nombres,
@ combinatoire,

@ analyse complexe,

@ analyse harmonique,

@ probabilités.

Cathy Swaenepoel

Pseudo-aléa des chiffres des nombres premiers



L'étude des chiffres des nombres premiers met en ceuvre des notions mathématiques
trés variées, notamment :

@ théorie des nombres,
@ combinatoire,

@ analyse complexe,

@ analyse harmonique,

@ probabilités.

Merci pour votre attention !
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